o~ w e

A\

Gimnaz g/zf

80 nalog za 80 let

december 2025

Z Evklidovim algoritmom izrac¢unaj najvecji skupni delitelj Stevil 240 in 560.

Z razcepom na prafaktorje izracunaj najman;jsi skupni veckratnik Stevil 16, 5 in 10.

Koliko naravnih stevil med 70 in 550 je deljivih s 6?

Resi enatbo 2-Vx +1+62 = x.

Dana sta kvadratna ena¢ba 2x% — 5x — 12 = 0 in funkcija f (x) = 3* — 1. Kolik3na je vrednost funkcije za
tisti X, ki je vecja od resitev kvadratne enacbe?

Iz kvadrata s stranico 80: (v/2 — 1) izreZemo najvedji pravilni 8-kotnik. Izradunaj njegovo stranico, ne da bi
uporabil kalkulator.

Na koliko nacinov lahko iz ¢rk ¢, d, e, f, g sestavimo trimestne besede, ¢e se ¢rke lahko ponavljajo, beseda
pa se mora zaceti in koncati s soglasnikom.

Izracunaj Sesti ¢len geometrijskega zaporedja, katerega tretji ¢len je — 10, kvocient pa je enak nenaravnemu
rezultatu (resitvi) enacbe x3 — 10x2 + 11x = —70. (Peter Planinc, 4. f)

Dan je geometrijsko zaporedje, za katerega velja, da sta kvocient in prvi €len enaka. Tretji Clen je enak 8.
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0snhovo 4. (Zan Vol&ansek, 4. f)

Izracunaj ( + a9 —as + a1) * a14 novega zaporedja, ki ga dobimo, ¢e dano zaporedje logaritmiramo z

10. Naj bo P(n) n-to zaporedno prastevilo. Koliko resitev ima kongruenca x2° = 1 mod (P(13) - 13)?

(Lovro Ott, 4.a)



10.

Izvedemo Evklidov algoritem: 560 = 2 - 240 + 80 in ze v drugem koraku dobimo ostanek 0, saj je
240 = 3-80. Torej je D(240, 560) = 80.

Razcepi teh $tevil so: 16 = 24,5 =1-5,10 = 2-5 in zato v(16, 5, 10) = 2* - 5 = 80.

Veckratniki $tevila 6 na tem intervalu so 72, 78, ..., 546, razlika med njimi je 6. IzraCunamo torej

550 — 70 = 480 in 480: 6 = 80. Na tem intervalu je torej 80 veckratnikov Stevila 6.

Dano enacbo 2 - Vx + 1 + 62 = x uredimo in kvadriramo in dobimo 4(x 4+ 1) = x? — 124x + 3844.

Enac¢bo uredimo x2? — 128x + 3840 = 0 in re$imo z uporabo formule. ReSitvi sta x; = 80, x, = 48.

Resitev 48 ne ustreza prvotni enacbi s korenom, zato je edina resitev enacbe x; = 80.
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Dana enacba ima resitvi (izraunamo s formulo za reSevanje kvadratne enacbe) x; = 4 inx, = — p Vecja

od resitev je torej x; = 4, kar vstavimo v funkcijski predpis in dobimo f(4) = 3* — 1 = 80.

80

= 80 - (v/2 + 1) (racionalizirali smo imenovalec). Z x na

Na skici ozna¢imo stranico kvadrata a =

skici oznac¢imo stranico osemkotnika, z y pa del¢ke na stranici kvadrata, ki niso stranica osemkotnika. Tako

veljax + 2y = a = 80 - (V2 + 1). 1z enakokrakega pravokotnega trikotnika v vogalu vidimo zvezo

x =y-VJ2oziromay = x \/Z—E Ce to vstavimo v prvo enacbo dobimo x + x - V2 = 80 - (v/2 + 1) in tako
x = 80.

Sestavljamo trimestne besede, na prvem in zadnjem mestu imamo 4 moznosti (soglasnike, ki se lahko
ponavljajo), na sredini pa katerokoli ¢rko, torej 5 moznosti. Vseh besed je tako 4 -5 - 4 = 80.

Najprej izratunajmo kvocient geometrijskega zaporedja, torej reSimo polinomsko enacbo

x3 — 10x? + 11x + 70 = 0. Kandidate i8¢emo med delitelji prostega ¢lena (torej Stevila 70). S
Hornerjevim algoritmom ugotovimo, da je resitev npr. 5. Polinom lahko torej razcepimo

x3 —10x% + 11x + 70 = (x — 5)(x? — 5x — 14) = (x — 5)(x — 7)(x + 2). Edina resitev, ki ni naravno
Stevilo je — 2. Torej je kvocient g = —2. Ker je podan tretji ¢len az = a; - g2 = —10, izratunamo a; = —%
in Sesti ¢len a;=80.

I3¢emo geometrijsko zaporedje, kjer velja b; = q in b3 = b, - g% = 8. To pomeni b; = q = 2. Ce to
geometrijsko zaporedje logaritmiramo, dobimo aritmeti¢no zaporedje, za katerega velja, da je prvi ¢len

1. . 11 L . S
a, =log, b; = L diferenca je d = logy b, —log, b; =1 — =5 Za izraCun danega izraza izraunamo

5 9 v . a
ag =3,a5 =,a9 = -, a1 = 8. Izraunamo izraz ((a5)6-1 +ag—as + a1) a4 = 80.

Najprej premislimo, da pomeni P(13) trinajsto prastevilo po vrsti, torej P(13) = 41. Racunamo

torej x2° = 1 mod (41 - 13). Po CTR lahko kongruenco razcepimo na dve,

x%% = 1mod (13) inx?° = 1 mod (41). Prva ima resitev pri a'? = 1 mod (13), kjer sta §tevili a in 13
tuji $tevili, torej D (a, 13) = 1. To sledi po Eulerjevem izreku a®™ = 1 mod (n), torej a?~* = 1 mod (p),

kjer sta a in p tuja. Ostanki pri deljenjus 13s00, 1, 2, ---, 12. Tako dobimo multiplikativno



grupo G = {g° g%,---, g*'}, kjer je g generator ostankov. Vsak element grupe G ima torej razli¢ne ostanke
po modulu 13. Po zgornjem izreku je x2° = 1 mod (13) torej x™ = 1 mod (13) natanko tedaj, ko

m = 0mod (12). Ce je x € G, mora biti x = g, kjer je k = 0 mod (3). Zato za x dobimo $tiri resitve
(D(12,20) = 4)toso g° g3, g% g°. Podobno naredimo za drugo konguenco in dobimo dvajset resitev, ker
je D(20,40) = 20. Skupaj imamo torej 20 - 4 = 80 resitev, ki so medsebojno razli¢ne po

modulu P(13) - 13.



